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O POQTI-PERIODIQESKIH REXENI�H

ODNOGO URAVNENI�

�. Kne�eviq-Mil�noviq

Rez�me. V rabote rassmatriva�ts� dostatoqnye uslovi� suwestvovani� poqti-perio-
diqeskogo rexeni� differencial~nogo uravneni�

dy

dx
= p(x)y + q(x);

gde funkcii p(x), q(x) | Sp-poqti-periodiqeskie funkcii Stepanova. Predlo�en qislenno-
analitiqeski� algoritm postroeni� poqti-periodiqeskih rexeni� takogo klassa uravneni�.

Rassmotrim uravnenie

dy

dx
= p(x)y + q(x); (1)

gde funkcii p(x), q(x) | Sp-poqti-periodiqeskie funkcii Stepanova [1]. V
rabote rassmatriva�ts� dostatoqnye uslovi� suwestvovani� poqti-periodiqe-
skogo rexeni� differencial~nogo uravneni� (1). Predlo�en qislenno-analiti-
qeski� algoritm postroeni� poqti-periodiqeskih rexeni� takogo klassa urav-
neni�.

1. Teorema 1. Esli srednee znaqenie funkcii p(x) (Mfp(x)g) ne ravno
nul�, to funkci�

y(x) =

Z +1

�1

G(x; t)q(t) dt (2)

gde G(x; t) | funkci� Grina, �vl�ets� poqti-periodiqeskim (p.p.) rexe-
niem uravneni� (1).

Dokazatel~stvo. Pust~ dl� opredelennosti

Mfp(x)g = lim
T!1

1

2T

Z T

�T

p(t) dt = a > 0: (3)

Rassmotrim funkci�

G(x; t) =

�
exp(

R x
t p(s) ds); pri x > t,

0; pri x < t.
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Ona �vl�ets� funkcie� Grina dl� uravneni� (1), t.e. vypoln��ts� sledu�wie
uslovi�:

1)
dG(x; t)

dx
� p(x)G(x; t) � 0 pri x 6= t,

2) funkci� G(x; t) | nepreryvna po sovokupnosti peremennyh x 6= t i
G(x+ 0; x)�G(x� 0; x) = 1,

3) jG(x; t)j 6 Ne�jx�tj, (4)

gde N i � | nekotorye polo�itel~nye posto�nnye. Uslovi� 1), 2) netrudno
mo�no proverit~. Proverim vypolnenie uslovi� 3). Tak kak ([1], str. 231)

lim
T!1

1

2T

Z T+a

�T+a

p(t) dt =Mfp(x+ a)g = Mfp(x)g

ravnomerno po a, to suwestvuet takoe qislo �T > 0, qto dl� vs�kogo T > �T vy-

poln�ets� neravenstvo (1=2T )
R a+T
a�T p(t) dt > �, 0 < � < a, ravnomerno po a. Sle-

dovatel~no, pri x � t > 2 �T spravedlivo exp(
R x
t
p(s) ds) 6 e�jx�tj. Analogiqno,

neravenstvo (4) spravedlivo i dl� x� t 6 2 �T . Funkci� (2) udovletvor�et urav-
neni� (1), i poka�em, qto ona �vl�ets� p.p. rexeniem uravneni� (1). Dl� dokaza-
tel~stva poqti-periodiqnosti funkcii y(x) rassmotrim ([1])

Sp =

8<
:
P+1

n=�1

�R n+1
n Nqe�jzj

q

dz
�1=q

; pri p > 1,
P+1

n=�1 supn6z6n+1Ne�jzj; pri p = 1.

Ispol~zu� neravenstvo (4), legko pokazat~, qto

Sp =

8>><
>>:

2N
1

1� e�

�
1� e�q

�q

�
; pri p > 1,

2N
1

1� e�
; pri p = 1.

Togda pri p > 1, uqityva� neravenstvo Gel~dera,

y(x) 6

Z +1

�1

jG(x; t)j jq(t)j dt 6

Z +1

�1

Ne�jx�tjjq(x)j dt

=

Z +1

�1

Ne�zjq(z + t)j dz =

+1X
n=�1

Z n+1

n

Ne�jzjjq(z + t)j dz

6

+1X
n=�1

�Z n+1

n

jNe�jzjjq dz

�1=q�Z n+1

n

jq(z + t)jp dz

�1=p

6 Spkqkp;

gde ([1], str. 200) kqkp = supx(
R x+1
x

jq(s)jp ds)1=p. Sledovatel~no,

kyk = sup
x
jy(x)j 6 Spkqkp: (5)

Pri p = 1 dokazatel~stvo analogiqno. Iz neravenstva (5) sleduet, qto y(x) |
p.p. funkci�. Pri a < 0 dokazatel~stvo analogiqno.
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2. Funkcii p(x), q(x) predstavim r�dami Fur~e vida:

p(x) =

+1X
n=�1

pne
i�nx; q(x) =

+1X
n=�1

qne
i�nx; (6)

gde mno�estvo f�ng nazivaets� spektrom funkci� p(x), q(x). Poqti-periodiqe-
skoe rexenie y(x) uravneni� (1) budem tak�e iskat~ v vide (6) s neizvestnymi
ko�fficientami yn. Podstavl�� razlo�eni� p(x), q(x), y(x) vida (6) v (1), i
priravniva� ko�fficienty pri sootvetstvu�wih stepen�h ei�nx, poluqim bes-
koneqnu� sistemu line�nyh algebraiqeskih uravneni� otnositel~no neizvest-
nyh yn:

i�nyn =

+1X
k=�1

pn�kyk + qn (�1 < n < +1): (7)

Predpolo�im, qto �n � p0 ne obrawaets� v nul~ pri sveh vozmo�nih n (t.e.
rassmatrivaets� nekritiqeski� sluqa�), i preobrazuem sistemu (7):

yn =

+1X
k=�1
k 6=n

pn�k
�n � p0

+
qn

�n � p0
(�1 < n < +1): (8)

Teorema 2. Pust~ poqti-periodiqeskie funkcii p(x), q(x) iz (1) �vl�-
�ts� ravnomernymi funkci�mi. Pust~ Re p0 6= 0 i opredelitel~ sistemy,
obrazovanno� iz sistemy (8) zameno� ko�fficientov pri neizvestnyh i svo-
bodnyh qlenov modul�mi �tih veliqin, otliqen ot nul�.

Togda suwestvuet edinstvennoe poqti-periodiqeskoe rexenie

y(x) =
+1X

n=�1

yne
i�nx

i ko�fficienty razlo�eni� Fur~e kotorogo udovletvor��t neravenstvu

+1X
n=�1

jynj
2 < +1; (9)

priqem �to rexenie mo�et byt~ na�deno po metodu redukcii, t.e. s po-
mow~� predel~nogo perehoda v rexenii koneqno� sistemy, poluqa�we�s�
iz danno� (8) beskoneqno�, otbrasyvaniem vseh uravneni� i neizvestnyh,
naqina� s nekotoro.

Ide� dokazatel~stva �to� teoremy sostoit v sledu�wem ([3]). Dl� bes-
koneqno� line�no� algebraiqeko� sistemy (8) stroits� vspomagatel~na� ma�o-
rantna� sistema, vse ko�fficiety kotoro� ne men~xe module� sootvetstvu�wih
ko�fficientov sistemy (8). Esli opredelitel~ ma�orantno� sistemy otliqen
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od nul�, to suwestvuet neotricatel~noe rexenie �to� vspomagatelno� siste-
my, i ono edinstvenno. Iz �togo fakta sleduet suwestvovanie edinstvenno-
go rexeni� sistemy (8), kotoroe mo�et byt~ poluqeno metodom posledova-
tel~nyh pribli�eni�. Absol�tnye veliqiny yn poluqennogo rexeni� siste-
my (8) ma�oriru�ts� sootvetstvu�wimi komponentami rexeni� ma�orantno�
sistemy, i dl� rexeni� sistemy (8) budet spravedlivo neravenstvo (9).

Tak kak iz (9) sleduet, qto jynj ! 0, n! 1, to process postroeni� poqti-
periodiqeskogo rexeni� uravneni� (1) s zadannno� toqnost� mo�no sdelat~ it-
eracionnym, t.e. rexat~ koneqnye sistemy vse vozrasta�wego por�dka N , poka
pri nekotorom N�, jy�N� j i jyN� j ne stanut men~xe zadanno� toqnosti. Togda
pribli�ennoe poqti-periodiqeskoe rexenie uravneni� (1) budet imet~ vid

y(x) =

+N�X
n=�N�

yne
i�nx:
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